Peubah acak dan sifat sifatnya.

» Percobaan acak ( Random experiment) merupakan suatu percobaan
dimana keluaran (outcome) yang terjadi tidak dapat ditentukan dengan
pasti.

* Ruang sampel (Sample space /S / ) adalah himpunan yang memuat
hasil semua percobaan.

» Titik sampel adalah anggota dari ruang sampel.

* Peubah acak (random variable (X, Y, Z)) adalah fungsi yang
memetakan elemen dari ruang sampel S ke bilangan riil. Nilai peubah

acak dinotasikan dengan : X, y, z

Melempar dua mata uang, ruang sampelnya (S) adalah :

Fungsi distribusi kumulatif :

F(x)=P(X <x) for—oco<x<ow

Didefinisikan sebagai peluang peubah acak X yang nilainya lebih kecil atau
sama dengan Xx.

Sifat sifat dari fungsi distribusi kumulatif :
1 0 < F(x) <1 untuk semua Xx.

2. F(x) adalah fungsi yang tidak turun : jika X, <X,, maka F(x,) < F(k,)
3. limF(x)=1dan lim F(x) =0
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SOAL 1.2.:
Diketahui fungsi distribusi kumulatif peubah acak z

0, z<0
§’ 0<z<?2
adalahF(2) =1 _»
z 2<1<4
16’
1, 7224

P(Z = 1.5) bernilai :

A. 12/16 B. 13/16 C. 14/16 D. 15/16 E.11/16

Peubah acak X dikatakan peubah acak diskrit jika :

fungsi kepadatan peluang dari peubah acak diskrit dinotasikan sebagai :

p(x;)=P(X =x) untuki=1,2,...

ip(xi)ﬂ

P(X )= Y p(x)

a<x;<b

F(x)=>_p(x) untuksemua—oo <X <o

X <X
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Jika diketahui fungsi distribusi kumulatif untuk peubah acak
X seperti grafik di atas, dapatkan fungsi kepadatan

peluangnya !

Peubah acak X dikatakan peubah acak kontinu jika

fungsi kepadatan peluang dari peubah acak kontinu dinotasikan sebagai :

P(X €B) =], f (x)dx
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dengan beberapa sifat :

[ f(x)dx=1

aP(X=x)=P(X e[x,x])=] f(y)dy=0
b.P(X e[x,x+Ax]) =" f(y)dy c.F(x)=P(X e(—o0,x])=[* f(y)dy

d.f(xX)=F'(x) .P(Xel)=[f(y)dy="F({)-F()

oA

N

P(X e[x,x+ Ax])

P(X €[x,x +Ax])

X x+ Ax X x+Ax X

a. Arsirlah P(x+Ax< X <x)

b. Arsirlah P(X > x'+ Ax)

dengan warna yang berbeda
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Peubah acak gabungan :

Jika X dan Y dua peubah acak diskrit maka fungsi kepadatan peluang
gabungan (joint probability density function)dari X dan Y yang dinotasikan
sebagai p(x,y)=P(X =Xx,Y =y), dengan beberapa sifat diantaranya adalah :

Jika X dan Y bebas stokastik maka apa yang terjadi dengan fungsi kepadatan

peluang gabungannya ?

SOAL 1.5.:
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Peubah acak X dan Y adalah peubah acak gabungan kontinu jika terdapat
fungsi tidak negatif f(x,y), sedemikian sehingga

P(X eAY eB)=[,[, f(x y)dxdy

Jika X dan Y bebas stokastik maka apa yang terjadi dengan fungsi kepadatan

peluang gabungannya ?

SOAL 1.6.:
Jika diketahui :

24xy  forx>0,y>0, and x+y<1
fxy)={ .
0 otherwise

Buktikan bahwa X dan Y tidak bebas stokastik !
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Fungsi Pembangkit Momen

Misal h : bilangan real positip sehingga nilai E(e%) ada untuk setiap t di (-h,h)
M, (t)=E@€™) —h<t<h

Mx(t) : fungsi pembangkit moment (fpm)

Jika X suatu peubah acak maka My(t)= E(e™)

S e*f(x)

Te‘x f (x)dx

CATATAN : Berikut adalah tabel fungsi pembangkit momen untuk peubah

acak diskrit dan kontinu

1 Peubah Acak Diskrit
NO | Distribusi | Fungsi kepadatan peluang | Fungsi Pembangkit Momen

1. | Binomial P(x)=(")p*q"™ M, (t)=(pe' +q)"
2. Poison —4 X _ pAe-D)
P(x):e A M, (t)=e
X!
3. Geometri = pg*?t !
P(¥) = pq M, (1) =P
1-e'q
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SOAL 1.7.:

fM=¥%

a. Carilah fungsi pembangkit momen untuk X yaitu

Jika X berdistribusi eksponensial dengan fungsi kepadatan peluang
berikut

,X>0
, selainnya

My () = E(e™)

b. Gunakan jawaban dari a untuk mencari E(X) dan Var (X)

2 Peubah Acak Kontinu

f(x)=%e‘x’ﬂ;ﬂ>0

NO | Distribusi Fungsi Kepadatan Peluang Fungsi Pembangkit
Momen
1 Normal 1 —(x=p)? M) M+%aztz
X ~n(uo?) | f(x)=——=e 2~ (=€
N 27wt
X ~n(02) 1 —(x=p)? v
f(X):—e 20 M, () =e?
N 27wt
2 Eksponensial M, t)=1-/)"

Eksponensial

f(x)= e

Mx(t):_
A—-t
3 Gamma 1 o) B 1
x~G@p | (=7 M0 = A= A) "t <
4 | Chi-Kuadrat B v % M (0= (1_ 2ty
X~z | Mgy X e >0 MO
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SOAL 1.8.:

Buktikan bahwa X berdistribusi Cauchy dengan fkp

1 .
f(x)=———— x>0 0 selainnya
9 7+ x%) y

tidak memiliki fungsi pembangkit momen
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BENCANIARERUSEOBURASIIN

Istilah proses sering kali digunakan dalam pembicaraan, dari proses
belajar, proses pertumbuhan ekonomi hingga proses globalisasi.. Pengertian
proses mencakup segala sesuatu yang berkembang (berubah) , baik merupakan
suatu kemajuan atau suatu kemunduran. Perubahan perubahan tersebut dapat
terjadi secara berkesinambungan,lompatan-lompatan ataupun secara tiba-tiba.

Contoh berikut adalah suatu proses yang diwakili oleh barisan bilangan.
X0 s X5 X210 Xpy s dimana, xp menyatakan keadaan awal
X;, menyatakan keadaan setelah n langkah atau

pada titik waktu n
Contoh 2.1.

Xo € N ={1,2,3,...} dengan aturan permainan
Jika xp bilangan ganjil maka x,,1 =3x, +1

Jika xp, bilangan genap maka xp,1 = %“

Misalkan xg =3 maka barisan xg, X1, X»,....adalah 3, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1, 4, 2,

a. Buat diagram dari Contoh 2.1.
b. Bagaimana jika xg =7 ?

c. Buat suatu enumerasi angka —angka yang muncul !
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«» Komentar :

Ini adalah proses deterministik (deterministic process) alasannya adalah :

Contoh 2.2. :

Perjalanan acak (Random Walk)

Xg €Z, Xn41 = Xp +1 dengan peluang p

Xn+1 =Xp —1 dengan peluangq ,p+q=1

Buat diagram untuk permasalahan perjalanan acak sesuai Contoh 2.2.

Jika p = g = %2 maka dikatakan sebagai perjalanan acak simetri (symmetric
random walk/ simple random walk). Contoh dari proses tersebut adalah:
Melempar mata uang. Jika muncul gambar melangkah 1 langkah ke kanan.
Sebaliknya jika yang muncul angka maka harus melangkah 1 langkah ke Kiri.
Kegiatan tersebut dikatakan sebagai simulasi

Jelas bahwa xjgtidak mungkin dapat diperkirakan dengan pasti. Oleh karena

itu proses tersebut disebut sebagai Proses Stokastik (Stochastic Process).
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Misalkan xg =0

Hitung Peluang mencapai situasi 10 dalam 10 langkah atau
P(x0 =10) =.....

Demikian juga :

aP(X=9=.. bPX,=-1)=.. c.P(X,=2)=..

Catatan : p=1/3 danq=2/3

Suatu proses disebut deterministik jika perkembangan proses tersebut
ditentukan sepenuhnya oleh keadaan pada awalnya. Jika situasi pada awal
diketahui dengan lengkap maka perkembangan selanjutnya dapat diperkirakan
dengan pasti. Contoh : gerakan planet mengelilingi matahari. Ahli astronomi
dapat menghitung kapan di masa mendatang akan terjadi gerhana matahari.

Lain halnya dengan banyaknya proses yang kita jumpai di dunia ini.
Walaupun sistem hari ini diketahui dengan baik, perkembangan keesokan
harinya mustahil untuk diperkirakan dengan pasti. Hal ini disebabkan oleh
perkembangan sistem, dimana terdapat pengaruh yang tidak terkontrol.
Semisal : keadaan cuaca.

Bisa dibayangkan bahwa arah kelangsungan perkembangan sistem
tersebut pada titik titik waktu tertentu terpilih secara acak. Itulah yang disebut
Proses Stokastik.
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Proses Stokastik

Proses stokastik adalah keluarga variabel acak {X{(7), + € T}. Satu harga ¢ dar1 T
disebut indeks atau parameter “waktu”.!
e Jika7=1{0, 1 2 3,.. . }atau 7= {0, £1, +2. +3 ...} maka proses stokastik
ini berparameter diskret dan biasanya disingkat dengan notasi {X;}.
e Jika T = {t|-0o <¢<w} atau T = {r| r = 0}, maka proses stokastiknya
berparameter kontinyu dan dinyatakan dengan notasi {X(7), # = 0}.

Semua kemungkinan harga yang dapat terjadi pada variabel acak X(7) disebut ruang
status Ruang status disebut diskret apabila finite atau infinite countable, sementara
disebut kontinyu bila berisi interval dar1 garis real.

Contoh-contoh:
e Waktu tunggu sejak memberikan perintah komputer hingga dieksekusi adalah
{M1¢), t = 0} memiliki parameter kontinyu dan ruang status kontinyu.

(1)

! Terminologi “waktu™ disini dapat digunakan pada dimensi yang lain seperti panjang. luas. dsb.

e Jumlah dar pesan yang datang dalam periode waktu dar1 0 hingga t adalah
{N(7), t = 0} memiliki parameter kontinyu dan ruang status diskret.

N(1)
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e (X, n=1 2 ....12} yang menunjukkan curah hujan rata-rata di Jakarta pada
bulan ke n dalam satu tahun, memiliki parameter diskret dan ruang status
kontinyu. x.

e (X, n = semester ke 1, 2, 3, ... } yang menunjukkan jumlah SKS yang
berhasil diperoleh s1 Tono pada semester ke », memiliki parameter diskret
dan ruang status diskret.

X

108
97 f

ETo] Rttt
17 e "i

q p
Gambling. Prosesnya sama dengan perjalanan acak, namun setibanya di

keadaan 0 atau keadaan M proses dihentikan ( Interpretasi : barisan
permainan, pada setiap permainan seseorang mendapatkan keuntungan
dengan peluang p yakni modal bertambah 1 atau tidak beruntung yakni
modal berkurang 1. Gambling dihentikan jika semua uang yang dimiliki
penjudi habis (keadaan 0) atau jika uangnya berjumlah M telah tercapai
(sesuai dengan yang diinginkan). Jika p=q=1/2 , M=3 dan X =1
a. Tentukan peluang bahwa M akan tercapai
(sebelum terjebak di 0) !
b. Hitung peluang bahwa M akan tercapai jika penjudi tersebut
berawal dari 2!
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Klasifikasikan proses stokastik berikut berdasarkan parameter dan
ruang keadaan/ ruang status.

a.

b.

C.

Stasiun televisi yang paling banyak ditonton di Indonesia atas
survei bulanan.

volume air di suatu bendungan yang diteliti pada saat t
sembarang.

banyaknya tikus yang sudah terperangkap di suatu perangkap
pada selang waktu t sebarang.

banyaknya sepatu yang dibeli dari sebuah toko per hari.

volume air di suatu bendungan yang diteliti tiap pukul 7 pagi
selama bulan.

banyaknya kertas fotokopi yang dibutuhkan Jurusan Matematika
UB dalam selang waktu tertentu.

Ingat kembali tentang hukum total peluang!

Bunyinya :
Andaikan sebuah peubah acak X terdapat dalam proses tersebut.

Nilai harapan X jika diketahui Ax (dinotasikan sebagai E(X|Ak))

maka nilai harapan total dari X adalah : E(X) =% P(Ak)E(X|Ak)
k

Mari kita coba ke soal berikut
Terdapat 3 kotak dengan bola yang bernomor untuk masing-
masing kotak, seperti gambar di bawah ini :

2
Os O O
0,0 O
X : nomor yang terdapat pada bola yang terpilih

a) Buktikan bahwa E(X):S% !

1

b) Bagaimana meletakkan bola bernomor 1,2,...6 ke dalam ke 3

kotak agar nilai E(X) maksimum ?
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PROSES MENGHITUNG ( COUNTING PROCESS)

Suatu proses stokastik yang “menghitung” jumlah event yang terjadi hingga suatu saat
fertentu.
dinyatakan dengan {N(7), # = 0} yang memiliki sifat-sifat:

N0)=0 (proses dimulai dari nol)

N(#) =0 (hanya berharga bulat non-negatif)

N(s) < N(t) iap s <t (penghitungan tidak akan pernah berkurang)
N(t)-N(s) adalah jumlah event yang terjadi dalam interval (s, 7]

Dua istilah yang dipakai pada proses menghitung adalah kenaikan
bebas dan kenaikan stasioner. Adapun penjelasannya sebagai berikut :
Independent Increment Process

Suatu proses stokastik berparameter kontinyu {X(7), # > 0} memiliki

independent increment bila event-event yang terjadi dalam interval-interval
yvang berbeda dan tidak bertumpang tindih, adalah independen. Bila (a;, 5),
..., (an, by) adalah » interval-interval waktu yang tak bertumpang tindih, maka

n buah variabel acak: Y; = X(b;)) — X(a;), untuk 7 = 1, 2, ..., »n, adalah juga
independen.

Stationary Increment Process

Suatu proses stokastik berparameter kontinyu {X{(7), # = 0} memuiliki stationary
mncrement bila X(7+/) — X(s+/) memiliki distribusi yang sama dengan X{(7) —
X{(s) untuk setiap harga s dan 7 namun tidak pada suatu harga tertentu s.

PROSES POISSON
Notasi {N(t), t >0}
o(h) atau dikenal juga sebagai “/itt/e-oh dari /™" didefinisikan sebagai berikut:

fadalah o(h) apabila }1’113@ =0. Jika fadalah O(/1). maka pada / yang amat kecil f akan lebih kecil
71— 1

lagi dari i. Contoh. f{x) = x bukan o(/) sementara flx) = +* adalah o(h). Jika fdan g adalah o(/7) maka
(f+2) juga o(h). Jika ¢ konsanta dan f adalah o(/1) maka cfjuga o(h).
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Suatu proses Poisson dengan rate A > 0 adalah proses penghitungan dengan kondisi-
kondisi yang harus dipenuhi sebagai berikut:

1).

2)
3)

4).

Independent increment

. Stationary increment

. Probabilitas kemunculan tepat suatu event dalam interval dengan panjang /
adalah Ak + o(h).” yaitu bahwa P[N(h) = 1] =Ah + o(h)

Probabilitas kemunculan lebih dari satu event dalam interval dengan panjang h
adalah o(/), yaitu bahwa P[N(h) > 1] = o(h)

Implikasi-implikasi dari kondisi-kondisi tersebut adalah:

Pada suatu proses Poisson dengan rate 4 > 0, kemunculan tepat & buah event
dalam selang waktu dengan panjang t merupakan variabel acak Poisson
dengan parameter Az, serta rata-rata jumlah kemunculan event pada interval tsb
adalah Ar.

Pada suatu proses Poisson dengan rate A > 0, selang waktu kemunculan tiap
dua event berturutan merupakanvariabel acak eksponensial dengan mean 1/4.
Jika suatu proses penghitungan dengan selag waktu kemunculan tiap dua event
berturutan adalah variabel acak eksponensial dengan mean 1/4 maka proses
tersebut adalah juga proses Poisson dengan rate A.

Bila dalam suatu proses Poisson suatu event terjadi pada selang waktu 0
hingga 7, maka waktu kemunculan dari event itu merupakan variabel acak
uniform pada selang waktu tersebut.

Pada suatu proses Poisson dengan rare A > 0, waktu tunggu hingga muncul

event ke & merupakan variabel acak gamma dengan parameter £ dan A > 0,
/ /92
(mean K/ A, var k/2°).

LEMMA 1
P(N({t)=0) =e 4
Buktikan !

Bukti LEMMA :
P,(t)=P(N(t) =n)

P,(t+h) = P(N(t+h)=0)

=P(N(t) =0,N(t+h) - N(t) = 0)
= P(N(t) = 0)P((t + h) — N (t) = 0)
= P,(t)(1- zh +o(h))

Dengan demikian :
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PN =R _ o 1y, 00

h h
Lim, Po (t+ hr)] — R (1) =P, =-AP,(t)
PO ) SR =-tt+e 5P H-ce
P (t)
Karena:

PO(O)=P(N(O)=O)=1, maka diperoleh : P(N(t):O):e_’u artinya :

peluang tidak ada kejadian hingga waktu adalah : e M

Untuk n>1:
P.(t+h)=P(N(t+h)=n)
=P(N({t)=n,N({t+h)-N()=0)+P(N({t)=n-1 N(t+h)-N(t)=1)+
P(N(t+h)=n),(N(t+h)-N(t)>2)
P (t+h)=P (t)P,(h)+ P _, (t)P,(h) +o(h)
=(1—Ah)P, (t) + AhP,_ (t) + o(h)

dengan demikian :

Pt + hr)u “Fal) _ _p )+ AP + @

Pa (t+ hg “PO _p e )+ 4P (1)

et (P,; (t) + AP, (t)): 2eMP 1 (1)

%(e’“ P, (t)): AeMP (1)

Ketika n=1 diperoleh :

I-imh—>0

%(e“ﬁ(t)):ﬂ = B(t)=(At+c)e”* , karena P(0)=0 didapat nilai dari

c = 0, sehngga peluang terdapat satu kejadian hingga waktu t adalah

P(t) = Ate M

Untuk menunjukkan bahwa

silakan menggunakan induksi matematika.
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Pelanggan yang datang pada suatu fasilitas umum mengikuti proses
Poisson dengan rate A=2. Jika N(t) menyatakan banyaknya pelanggan
yang datang hingga waktu t. Hitung peluang bahwa :

a. P(N@) <2)

b. P(N(1) =1dan N(2) =3)

c. P(N@>2N() >1)

Jawaban:
2 72"
a P(N(l)sz):ngo -
b. P(N(1)=1dan N(2)=3)=P(N@L) =1)P(N(2)-N(1) =2)
_e?2 e?2?
12

coba gambarkan bagan proses Poissonnya !

c. Coba dianalisa sendiri dengan bantuan bagan proses Poisson.

DEFINISI PROSES POISSON:

Proses menghitung {N t), t> O}dikatakan Proses Poisson dengan rate 42>

0 jika memenuhi aksioma berikut ini :
i. N(0)=0
ii. Proses tersebut mempunyai kenaikan bebas (independent
increment) dan kenaikan stasioner.
iii. Banyaknya kejadian pada interval t berdistribusi Poisson dengan

mean A¢. Untuk semua s,t>0

P(N(t+s)—N(s)=n)=

—At n
& N=012,..

E(N(t))= At
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SOAL 238.:
Pada penerbitan buku kadangkala dijumpai kesalahan ketik. Misalkan
terdapat rata-rata 320 kesalahan ketik dari 500 halaman. Berapa

probabilitas bahwa empat halaman yang dipilih secara acak tidak

terdapat kesalahan ketik? Jawab : e ©®*=0.77

SOAL 29.:

Pelanggan tiba di bank mengikuti proses Poisson dengan tingkat
kedatangan adalah A=6 orang/jam. Diketahui bahwa hingga satu jam
pertama ada 1 orang yang datang. Hitung peluang bersyarat bahwa

orang tersebut datangnya adalah 15 menit pertama. Jawab : 1/4

SOAL 2.10.:

Panggilan telepon yang masuk ke switchboard tertentu selama interval
waktu (menit) mengikuti distribusi Poisson dengan mean A = 4. Jika
switchboard dapat menangani paling banyak 6 panggilan permenit.
Hitung probabilitas bahwa switchboard akan menolak panggilan selama

satu interval waktu tertentu !

SOAL 2.11.:

Pelanggan tiba di toko alat tulis mengikuti proses Poisson dengan tingkat
kedatangan A =4 orang per jam. Mengingat bahwa toko buka pukul
09:00. Berapa probabilitas bahwa tepat satu pelanggan telah tiba pada
pukul 09:30 dan total lima pelanggan telah tiba sampai dengan pukul
11:30? Jawab: 0.0154965
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DISTRIBUSI WAKTU ANTAR KEJADIAN DAN WAKTU
TUNGGU
A. DISTRIBUSI WAKTU ANTAR KEJADIAN

Pertimbangkan suatu proses Poisson, misal X, menyatakan waktu
terjadinya kejadian pertama. Lebih lanjut untuk n>1, X menyatakan waktu
antara kejadian ke (n-1) dengan kejadian ke n. Barisan peubah acak
{X,, n>1} disebut dengan barisan waktu antar kejadian/ barisan waktu antar
kedatangan (sequence interarrival times).

Tujuan kita adalah mendapatkan distribusi dari X,, untuk tujuan
tersebut sebagai langkah awal kita pandang suatu kejadian dimana {Xl >t}.
Hal tersebut memberikan informasi bahwa tidak ada kejadian pada interval
[0,t], sehingga :

P(X, >t)=P(N(t)=0)=¢"

Catatan :

X ~ eksponensial (1) P
1 Fy(x)=1-e™ x>0
fx)=2" , x>0 E(X)== P
A MGF:My (V) = ——
0 selainnya A=V

Dengan demikian X, ~ eksponensial(1) dengan mean 1/A .
Bagaimana distribusi untuk waktu antar kejadian ke (n-1) dengan ke n yakni
X,

Cobalah dengan petunjuk berikut ini :

P(X, >t|X, =s)=
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Kesimpulan apa yang diperoleh ?

Apabila hal tersebut diulang kembali untuk setiap X, ,n=2123,...akan

memenuhi proposisi berikut ini :

PROPOSISI :

SOAL 2.12.:

dengan laju 2 partikel permenit.
a. Hitung peluang bahwa patikel pertama yang dipancarkan sesudah
waktu tiga menit namun sebelum lima menit !
b. Hitung peluang tepat satu partikel pancarkan pada interval 3

menit hingga lima menit !

SOAL 2.13.:

Buktikan bahwa P(X, < s|N(t) =1)=§ s<t
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WAKTU TUNGGU (WAITING TIME)

Variabel acak lain yang berkaitan dengan proses Poisson, di samping waktu
antar kejadian adalah waktu tunggu (waiting time) yaitu waktu yang
dibutuhkan sampai dengan kejadian n terjadi . Notasi dari waktu tunggu
n
adalah S, = ¥ X; ,nx1
i=1
S, =X,
S, =X, +X,
S; =X, +X,+ X,
S, =X, + X, +..+ X,

Cobalah untuk menggambar bagan dari waktu antar kejadian dan waktu
tunggu !

TEOREMA :
n

Waktu tunggu S, = ¥ X; , n>1dari proses Poisson berdistribusi Gamma (n, &) dengan
i=1

int n-1 at

fungsi kepadatan peluang adalah fg (t) = e
(n=1)!

,n=123..1t>0
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BUKTI:

Menggunakan relasi : Waktu tunggu untuk kejadian yang ke n kurang atau
sama dengan t jika dan hanya jika banyaknya kejadian sampai dengan t paling
sedikit ada n kejadian.Berdasarkan biimplikasi tersebut dapat ditulis sebagai
berikut :

Sh<te N({)=n

Fs,, ) =P(Sy <t)=P(N({t)>n)

e )k
n k!

n-1 -t k
_"s e~ (At)
k=0 k!

=1

Agar mendapatkan fungsi kepadatan peluang (fkp) maka fungsi distribusi di

atas diturunkan terhadap t :
d

fo )=—F (t

s, (0= Fs, ©

:i{l_eh (1+£+ﬂ+... +—(M)n_l}
dt n2 (n-1)!

@y @t l(ﬁt)“} Lo {H ARG ,(zt)“-l}

——e M A+A2 4 o
1 2 (n—2)! 12 (n—1)!

ng n-1
AU en 123 t0
(n-1)!

Terbukti.
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Cobalah menggunakan fungsi pembangkit momen untuk S, untuk

menunjukkan bahwa S, berdistribusi gamma dengan parameter n dan 4.

Mg, (V) = E(esnv): ..........

Hint :
Y ~ gamma(n, 1)

r'(n) y>0

MGF: My(t):(;jn

SOAL 2.15:

Pelanggan yang datang mengikuti proses Poisson dengan rate A pelanggan
/jam. Jika N(t) menyatakan banyaknya pelanggan hingga waktu t, dan
S1,S,...menyatakan waktu tunggu kedatangan pelanggan 1, 2 ... Buktikan
bahwa ekspektasi bersyarat E(S;|N(t) =3) = t+%

SOAL 2.16:

Pelanggan yang datang mengikuti proses Poisson dengan rate A. Diketahui
bahwa 5 pelanggan tersebut datang pada saat 1 jam pertama. Hitung
ekspektasi dari total waktu tunggu yakni E(S, +S, +...+S;)

SOAL 2.17:

Kedatangan pelanggan mengikuti proses Poisson dengan laju 6 orang per
menit. Hitung peluang orang yang kelima datang lebih dari 5,5 jam!
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SOAL 2.18:

Jika {N(t) t>0} suatu proses Poisson dengan rate A maka untuk

O0<u<t dan0<k <n berlaku

s (4]

SOAL 2.19:
Pelanggan yang datang mengikuti proses Poisson dengan rate 6
pelanggan/menit. Hitung peluang waktu antar kedatangan pelanggan yang ke

tiga dan ke empat kurang dari 10 menit.

PROSES POISSON TAK HOMOGEN/ TAK STASIONER.

Pada proses Poisson homogen , rate dari N(t) adalah konstan yakni A.
Untuk selang (interval) sembarang yang kecil, namun apabila rate dari proses
Poisson merupakan fungsi dari t yaitu A=A(t) maka proses Poisson disebut
sebagai proses Poisson tak homogen atau proses Poisson tidak stasioner. Jika
{N(t), =0} Proses Poisson tak homogen dengan rate 1=A(t) maka banyaknya
kejadian pada interval (s,t) yaitu N(t) - N(s) akan berdistribusi Poisson dengan
parameter }ﬂ(u)du dan setiap interval yang disjoint merupakan peubah acak

S

yang saling bebas (independent)

DEFINISI:

Proses menghitung {N(t),t > O}disebut Proses Poisson tak stasioner/tak
homogen jika :

i. N(0)=0

ii.{N(t),t > 0}mengalami kenaikan bebas

iii. P(N(t +h) = N(t) =1) = Ah + 0(h)

iv.P(N(t + h) = N(t)> 2) = 0(h)
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t
Jika m(t)=]A(u)du maka
0

g~ (M©-1O)(m(t + 5) — m(t) )
n!

P(N(t+s)—N(t)=n)= n>0

N(t +s) — N(t) berdistribusi Poisson dengan mean (m(t +s)—m(t))

Contoh :
Kedatangan bahan baku pembuatan roti pada suatu pabrik mengikuti proses
Poisson tak homogen dengan rate sebagai fungsi dari variabel waktu (t) :

waktu pabrik mulai beroperasi

2t 0<t<1
At)=< 2 1<t<2
4—-t 2<t<4

Misal ditanyakan :

a.Hitung peluang dua bahan baku datang pada 2 jam pertama dan 2 bahan
baku datang pada dua jam berikutnya !

b. Hitung peluang 3 bahan baku datang pada 2.5 jam pertama dan total bahan
baku yang datang dalam 4 jam sejumlah 5.

Jawab:

Karena bahan baku yang datang pada interval yang disjoint maka :
P(N(2)-N(0)=2,N(4)-N(2) =2)=P(N(2)— N(0) = 2)P(N(4) - N(2) = 2)

sedangkan

1 2
A0 = [2tdt + 2dt = 3
0 1

e_332
P(N(2)-N(0)=2)= 5 =0.2240
MY) = ?(4—t)dt =2

2

e—2 22

P(N(4)-N(2)=2)= — 0.2707

sehingga : P(N (2) — N(0) _ 2,N(4)—N(2)=2)=P(N(2) - N(0) = 2)P(N(4) -
=0.2240 . 0.2707 =0.0606

N(2) =2)
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Soal 2.20:

Suatu proses penggilingan gabah pada KUD Sumber Sekar ternyata
mengikuti suatu proses Poisson Non Homogen. Rate penggilingan padi tidak
konstan 4, melainkan suatu fungsi terhadap waktu t (jam) dengan ketentuan
sebagai berikut :

A()= 5 ,jikat padaselang (1,2], (3,4],...
13, jikat padaselang (0,1], (2,3],...
a. Hitung peluang bahwa gabah yang akan digiling lebih dari 2 (ton) pada
periode waktu
(1.25,3)

b. Hitung peluang gabah yang digiling pada 2 jam pertama sebanyak 2
ton dan 1 ton pada dua jam berikutnya.

PROSES POISSON MAJEMUK :
Proses menghitung {N(t),t > 0}disebut Proses Poisson Majemuk (Compound

Poisson Process) jika untuk
N(t) . ..
t>0, X(@)= X Y; , N(t): Proses Poisson , Y; ~iid
i=1

Proses N(t) dan barisan {Y,, i >1} saling bebas.

Contoh :

Pelanggan yang datang pada suatu toko mengikuti Proses Poisson dengan rate
A. Sejumlah uang dibelanjakan untuk setiap pelanggan , dimana uang yang
dipelanjakan bersifat iid.

X(t) menyatakan total jumlah uang yang dibelanjakan oleh pelanggan pada

toko tersebut sampai dengan waktu t.

y
| Y1:10° Y,:10* Y3 0 Y,:10°
0 1 1 1 1 >
+—> 2
< 5 >
< 6—> 8

-
»

ﬁk
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N@2) =1 ,NGB)=2 ,N(6)=3 dan N@) =

4
X(10)= XY =Y; +Yq + Y3 +Y, =10 +10% +0+10°

=1

Fungsi pembangkit Momen untuk X(t)
M @) =E*")

s E(ex(t)“|N(t):n)P(N(t):n)
iy
E(eYlu eY2u o ¥nu )e_’n ("

e}
=X
=0 n!

n

M @)= M, DL

= e (2L(M, (u) - 1)

Dengan memisalkan My (u) = E(eY”) maka

Buktikan bahwa : a. E(X (t))=AtE(Y)
2

b. Var(X (t)):/ItE(Y )

SOAL 2.22.:

Pelanggan yang datang pada suatu minimarket mengikuti proses Poisson
dengan A= 10 orang/jam. Jika X(t) menyatakan total uang yang dibelanjakan
sampai dengan waktu t. Jika diketahui bahwa setiap pelanggan yang
membelanjakan uangnya berdistribusi normal dengan rata rata Rp. 100.000,-
dan ragam = Rp. 10.000,-. Hitung rata-rata total uang yang dibelanjakan

selama 10 jam.

Jawab :
E(X(t))=10.10.100.000= 10.000.0000
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SOAL 2.23:
Banyaknya investor yang membeli saham pada waktu perdagangan sesi | yaitu
pukul 09.30 sampai dengan pukul 12.00 pada BES merupakan suatu proses
Poisson dengan intensitas A.
Jika Y; : banyaknya saham yang terjual pada investor 1

Y, : banyaknya saham yang terjual pada investor 2

Hingga Y : banyaknya saham yang terjual pada investor ke N(t)
Misal Y; 1=1, 2, 3, ...N(t) berdistribusi eksponensial dengan parameter 1000.
Jika jumlah saham yang terjual pada setiap investor bersifat iid maka X(t):
banyaknya semua saham yang terjual hingga saat t merupakan Proses Poisson
majemuk. Hitung rata-rata banyaknya saham yang terjual hingga 2.5 jam.
Jawab :

SOAL 2.24:
Nasabah yang datang pada mesin ATM (Anjungan Tunai Mandiri ) mengikuti
proses Poisson denga laju kedatangan 12 orang/jam. Setiap terjadi transaksi
maka sejumlah uang dilakukan penarikan tunai, dimana jumlah uang yang
ditarik merupakan peubah acak dengan mean $30 dan simpangan baku $50.
Dengan menganggap bahwa mesin ATM digunakan 15 jam perharinya.
Hitung nilai pendekatan peluang untuk jumlah total penarikan uang perhari
kurang dari $6.000

Hint:

N(t)

i. X(t)=D)Y; , N(t): Proses Poisson , Y, ~iid
i=1

ii. Gunakan transformasi ke Normal Baku

P(X <a) = P[X“‘sa‘“]: Pz<2=#) z-~N(Y
(o2 (o2 (e

Jawab:
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Pada pembahasan tentang proses Poisson ditunjukkan bahwa waktu
antar kejadian iid : independen dan berdistribusi identik yaitu eksponensial.
Apabila diketahui suatu proses menghitung dimana waktu antar kejadian
bersifat iid dengan sembarang distribusi, maka proses menghitung tersebut
dikatakan sebagai Proses Pembaharuan.

{N(t), t > 0} bernilai bulat tak negatif : banyaknya kejadian hingga waktu t
X;,i=123,... waktu antar kejadian bernilai positif, saling bebas dan

berdistribusi identik
{Xn ,n=1,2,3,...}sering disebut sebagai masa hidup (life time), dengan fungsi

distribusi kumulatifnya F, (t) = P(X, <t), i=123,...
Sp = §xi , N>1 adalah waktu tunggu hingga kejadian ke n terjadi.
i=1
DEFINISI:
N(t) = maks{n >0, S, St}. Proses menghitung {N(t), t> O}ini disebut proses

pembaharuan (renewal process).

Contoh proses pembaharuan:

Bola lampu dipasang pada saat t=0 , misalkan pada saat S;=X; mengalami
kerusakan sehingga harus diganti dengan bola lampu yang baru. Bola lampu
ke dua rusak pada saat S,=X;+X; sehingga diganti dengan bola lampu ke tiga ,
dan seterusnya. Secara umum n bola lampu yang rusak pada saat
Sn=X1+Xo+...+X, segera diganti dengan bola lampu yang baru sehingga proses
ini terus berlangsung. Dari contoh tersebut diasumsikan bahwa masa hidup
(life  time)  X; bersifat  iid Dengan  distribusi kumulatif
F, (t) = P(X, <t), i=123,...

dan N(t) : banyaknya bola lampu yang diganti sampai dengan waktu t.
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Distribusi dari N(t) :

Pada proses Poisson sebelumnya telah diperlihatkan relasi dari N(t) dan S,
yakni :

Sp <t< N(t)>n yang artinya banyaknya pembaharuan sampai dengan t
lebih besar atau sama dengan n jika dan hanya jika waktu tunggu hingga
terjadi pembaharuan ke n kurang atau sama dengan t.

Dari relasi tersebut diperoleh :

P(N(t)=n)=P(N(t)) > n)-P(N(t) > n+1)
=P(S, <t)-P(S,,, <t)
=F ()-F (1)
=F,(t)-F,.(t)

Ingat kembali tentang konvolusi :

Jika X dan Y suatu peubah acak dengan FDK masing masing F dan G maka
FDK dari X+Y dinotasikan dengan F*G dan disebut konvolusi dari F dan G.
Konvolusi F dan G diberikan sebagai berikut :

F*G(t)=P(X +Y <t)= [F(t-y)dG(y) = [F(t-y)g(y)dy

Jika peubah acak tersebut mempunyai FDK yang identik maka konvolusinya
menjadi F*F =F,

Ekspektasi (nilai harapan) dari N(t) dinotasikan sebagai m(t).

Dengan demikian : E(N(t)) = m(t) dan disebut sebagai fungsi pembaharuan.

PROPOSISI:
m(t) = E(N(t))

=2 R
Bukti :

E(X)=)_P(X >k) =Y P(X k) , dari pernyataan tersebut :
k=0 k=1
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M

m(t)=E(N(t))=>_P(N(t)=n)

N

n

P(S, <t)

n

>R

SOAL 3.1.:

Jika diketahui waktu antar pembaharuan berdistribusi Geometri dengan

parameter B, buktikan bahwa rata-rata banyaknya pembaharuan hingga
saat t adalah: E(N(n)) = m(n) = np
Hint : fkp dari peubah acak geometri sbb:
P(X, =k)=801-p)" k=123,..
0 selainnya

PERSAMAAN WALD :
X1, Xo,...., X, adalah suatu barisan peubah acak yang saling bebas.

DEFINISI :
Peubah acak N yang bernilai bulat disebut waktu berhenti untuk barisan p.a.

X1, Xa,...., %n jika {N =n} bebas terhadap Xn+1, Xn+2,....

Untuk semuan=1,2,...
Jika N=n maka kita berhenti setelah Xy, X»,...., X, dan sebelum Xp+1, Xn+2,....

Contoh :

Xn ,n=1,2,3,... suatu barisan peubah acak yang bebas dengan

P(Xn=0) =P(X,=1) =0.5

Seandainya diambil N = min{n|X1 + X, ..+ X, =10} maka N dikatakan

sebagai waktu berhenti/ stopping time.
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Contoh tersebut mengilustrasikan pelemparan mata uang yang setimbang.
Muncul gambar (G) bernilai 1 atau muncul angka (A) bernilai 0. Pelemparan
tersebut dihentikan jika jumlah gambar yang muncul sebanyak 10. Banyak
sekali kemungkinan yang mungkin di antaranya :

Kemungkinan pertama :

Kemungkinan ke dua :

Dan seterusnya. n terkecil sedemikian hingga in =10 :

i=1

N = min{n|X, + X, +...+ X, =10}

Permainan melempar mata uang setimbang P(A= -1))=0.5 dan
P(G=1)=0.5 , dimana 1 menunjukkan kemenangan dan -1 menyatakan
kekalahan. Jika seandainya diputuskan berhenti bermain jika diperoleh
X+ X, + X, +..+ X, =1

Cobalah untuk mendaftar berapa kemungkinan banyaknya pelemparan

untuk berhenti bermain.

TEOREMA :

Jika Xi, Xa,...., Xy iid dengan E(X)<co dan N adalah waktu berhenti untuk .
X1, Xp,...., Xn dengan E(N)< oo maka :

E(Xy + Xot... + %) = E(X).E(N)

Bukti :
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Dari Contoh sebelumnya
E(X,+ X, +...+ X, =10)= E(X)E(N)
E(0) = 0.5E(N)
E(N) = 20
Jadi rata-rata waktu berhenti/ rata rata pelemparan dihentikan sampai dengan

diperoleh 10 gambar adalah 20 lemparan.

SOAL 3.3.:

Cobalah untuk mencari E(N) dari pelemparan mata uang setimbang

yang berkaitan dengan kalah dan menang dari soal sebelumnya.

Kesimpulan apa yang dapat diambil ?
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SOAL 3.4 PERSAMAAN WALD.
Seorang penambang terjebak di ruang bawah tanah, dimana terdapat 3
pintu.
Pintu pertama akan membawa penambang untuk dapat menghirup
udara bebas setelah menempuh 2 hari perjalanan.
Pintu ke dua akan membawa penambang ke ruang semula setelah
menempuh perjalanan 4 hari.
Pintu ke tiga akan membawa penambang ke ruang semula setelah
menempuh perjalanan 6 hari.
Anggap bahwa penambang memilih pintu secara acak dan bebas.
Jika T menyatakan waktu yang diperlukan penambang untuk
bebas(menghirup udara lepas)
a. Definisikan barisan peubah acak X, X, ...yang bebas dan berdistribusi
identik serta N :stopping time sedemikian sehinggaT = ZN: X,

i=1
b. Dengan memanfaatkan persamaan Wald dapatkan E(T):rata rata

waktu yang diperlukan penambang untuk bebas.
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Suatu proses markov {X;}merupakan suatu proses stokastik dengan

sifat bahwa jika diberikan nilai dari X; , nilai dari Xs untuk s>t tidak

dipengaruhi oleh X, dimana u<t .

Dengan kata lain :
bahwa peluang suatu kejadian di masa mendatang hanya bergantung kepada
kejadian masa sekarang dan tidak dipengaruhi oleh kejadian

Rantai Markov waktu diskrit adalah suatu rantai markov dengan parameter t :
diskrit yang bernilai berhingga atau tak hingga, namun terbilang T = {0, 1, 2, .

..}, serta ruang keadaannya juga diskrit.

Bentuk Umum dari sifat Markov (Markov Property):

P(Xpy = i[Xo =g, Xy =iy, X, =i)=P(X,,, = j|X, =i)=P, untuk semua

ij

titik-titik n dan semua keadaan iy, 1i,,....1, j .

Peluang bersyarat tersebut dikatakan sebagai peluang transisi 1 langkah.

Peluang transisi tersebut disusun dalam bentuk matriks yang disebut matriks

peluang transisi yang berbentuk:

I:)00 POl POZ

PlO Pll P12
P=| i

Fo P P

P=1 i=012--
j=0
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DISTRIBUSI AWAL

() =P(Xo=x) D 7 (x)=1 ,m, merupakan suatu vektor

xeS

baris.

Misal ruang keadaan S={0,1,2,3} maka nilai dari distribusi awal adalah
705 (X) = (774(0), 7, (1), 77, (2), 77, (3))

SOAL 4.1.:

Misal : P(X, =x) =7,(X)

Buktikan bahwa :
P(Xy =X X, =iy, X, =iy, ey X, =i, )= 7, (X)P, P,

LUT PR )

SOAL 4.2.:
Jika diketahui matriks peluang transisi sebagai berikut :

01 02 07
09 01 0| P(X,=0)=03 P(X,=1)=04  P(X,=2)=03
0.1 08 0.1

Dapatkan P(X,=0, X;=1,X,=2,X,=1)
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SOAL 4.3.:

Jika diketahui matriks peluang transisi sebagai berikut :

0.7 0.2 0.1
0 0.6 0.4 | Dapatkan
05 0 05

a. P(X, =1 X, =1|X,=0) , b. P(X,=1 X, =1X,=0)

PELUANG TRANSISI n LANGKAH :

Notasi untuk peluang transisi dari state (keadaan) i menuju ke state (keadaan)

j dalam n langkah adalah sebagai berikut :

P® =P{X,., = j| X, =i}

Teorema :

Peluang transisi n langkah untuk rantai Markov memenuhi :

G 1 i=j
P'=) P PV ,dimana P’ =
ij é ik " kj ij 0 | = ]

Jawab:

_ (n-1)
=2 P« ij

i
k=0

Pada teori matriks, P" = PxP™" dengan melakukan perkalian dari sebelah

kanan diperoleh :
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P" = PxP ™) = PxPxP"? =...... =PxPXP.....xP sejumlah n faktordari P

SOAL 4.4.:

Misalkan X, adalah kualitas produksi ke n dari suatu mesin produksi
dengan ruang keadaan S={0,1} dimana 0 menyatakan kualitas produksi
bagus sedangkan 1 menyatakan kualitas produksinya cacat. Adapun

matriks peluang transisinya sebagai berikut :
0.99 0.01
0.12 0.88
a. Hitung peluang bahwa produksi ke empat cacat bila diketahui

produksi yang awal adalah cacat !

b. Bila diketahui produksi ke dua bagus , hitung peluang produksi

yang ke empat juga bagus !

DISTRIBUSI PELUANG PADA SAAT LANGKAH KE n

Distribusi peluang untuk titik ke n (langkah ke n) untuk masing masing
keadaan diberikan sebagai berikut :

7tn (X) = nn—lp
= nn_2P2

=m,P" ,dimana Padalah matriks peluang transisi , dan =, (x) = (7, (.), 7, (.).... 7, ()
n, (X) = (7, (), 7, ().... 7, (.)) merupakan vektor baris . >, (X)
xeS

7, (k) = P(X, =k)

P(X, =k) =) P(X, = j)P;
i=0
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SOAL 4.5.:

Jika diketahui matriks peluang transisi sebagai berikut :

0.1 0.2 0.7
09 01 O P(X,=0)=03 P(X,=1)=04 P(X,=2)=0.3
0.1 08 01

a. Hitung peluang pada langkah ke 5 yakni Xs = 2

b. Hitung distribusi peluang dari keadaan pada langkah ke 3.

DISTRIBUSI STASIONER

Jika diketahui suatu rantai Markov dengan ruang keadaan S dan matriks
peluang transisi P, terdapat distribusi dari keadaan yang dinyatakan dalam =

yang memenuhi keadaan berikut ini

r=nrP
7 j =27 Bjj VjeS
i

SOAL 4.6.:

Dapatkan distribusi stasionernya jika diketahui matriks peluang

maka z disebut distribusi stasioner

transisinya sebagai berikut :

0 05 05
09 01 05 05
P= b.P= cP=/05 0 0.5
05 05 05 05
05 05 O

manakah yang mempunyai lebih dari satu distribusi stasionernya?
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SOAL 4.7:
Kamu melempar mata uang yang fair berturut-turut sampai dengan dengan

pola AAG terbentuk ( dua Angka berturut-turut dan diakhiri dengan
Gambar). Agar dapat mencari matrik transisi kamu harus meng set up rantai
Markov dengan state : 0, A, AA dan AAG.

dimana O0: titik awal dari lemparan,
A : lemparan yang menghasilkan Angka.
AA: dua lemparan terakhir berturut-turut yang menghasilkan Angka
AAG: pola yang dicari.

Jika kamu mendapatkan Gambar kemudian diikuti oleh Angka selanjutnya
diikuti oleh Gambar maka kamu memulai dari state 0 lagi sampai dengan

terbentuk pola yang dimaksud yaitu AAG.

a. Buat jaringan dari rantai markov tersebut beserta peluang transisinya.
b. Buat matriks transisi satu langkah.

c. Buat matriks transisi dua langkah

d. Hitung P(X, = AAX  =0)

SOAL 4.8:

Seekor tikus ditempatkan pada kompartemen sebagai berikut

Kejutan 1 2 ‘ 3 tikus 4 (5) keju

listrik

a. Jika tikus ditempatkan pada state 3 , dia dapat bergerak ke Kiri
atau kanan secara acak dengan peluang yang sama, hitung peluang
peluang bahwa tikus akan mendapatkan makanannya pertama kali
sebelum terkena kejutan listrik

b. Hitung rata rata langkah yang dilakukan tikus untuk mendapatkan
makanannya pertama kali sebelum terkena kejutan listrik
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HITTING TIME OF STATE.

Jika pada awal n=0 , sistem berada pada keadaan x maka yang diperhatikan
adalah perkembangan selanjutnya sistem tersebut kembali ke keadaan semula

atau belum.

Ty : titik waktu / banyaknya langkah untuk pertama kalinya sistem tersebut
kembali ke keadaan x , dengan demikian

T =min{n|n>1, X, =x|
Tx dapatbernilai 1, 2,3 ... bahkan T, = jika X, =X ,n>1

Yang menjadikan menarik adalah :

Nilai Harapan dari Tx (Mean Recurrence Time): Nilai harapan lamanya
menunggu sampai dengan kembali ke sistem semula untuk pertama kalinya.

Notasi dari ekspektasi Ty adalah
Ex(Tx) =m(x)
Dengan menggunakan rumus ekspektasi :
i E(X)= YP(X >k)
k=0

i. E(X) = ZxP(X = X)
X
iii. E(X) =3 P(A)E(X|A)
|
KEADAAN BERULANG (RECURRENT STATE) DAN KEADAAN
BERLALU (TRANSIENT STATE)

Oxy =Px (T y < o0) adalah peluang bahwa keadaan y akan pernah tercapai jika

proses berawal dari x.
Oxy =Px(Ty <) =k§1PX(ry =Kk)
1-0yy =Px(Ty =) =Py (Xp #Yy,n>0)
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Keadaan x disebut keadaan berulang jika o0, =P, (T, <o) =1

Keadaan x disebut keadaan berlalu jika o0,, =P, (T, <) <1

SOAL 4.9:

05 05 0
1. Jika diketahui S={0,1,2}dan p-| ¢ 0o 1 , dapatkan m(0) ,
1 0 0

m(1) dan m(2)

2. jika diketahui matriks peluang transisi sebagai berikut :

- = T O
o o o o

0
q
0
0

O O o o

Dapatkan rata rata proses yang berawal dari keadaan 0 kembali ke

keadaan 0!

KEADAAN YANG SALING BERKOMUNIKASI

Jika x dan y adalah keadaan , notasi x — y menyatakan y dapat dicapai dari x

, hal ini berarti Keadaan x disebut keadaan berulang jika PX’;, >0 ,n>0
Pernyataan berikut adalah ekivalen :

i. x>y yaitu Py >0 ,n>0

ii. Oyy =Py (Ty <) >0

iii. Terdapat keadaan Xq, X»,...Xn_1 Sedemikian sehingga :
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Paxy Pxpxg -Pr_1y >0

Notasi x>y menyatakan tidak ada jalan dari x ke y, ekivalen dengan

Oxy =Px(Ty <x)=0
Jika x — y dan y — x maka keadaan x dan y disebut saling berkomunikasi.

Sebuah himpunan C = S , S: state space , disebut himpunan tertutup

(closed set of states) jika untuk setiap x e_é?, y ¢ C berlaku x y, yaitu

Py=0 ,n>0.
Ekivalennya adalah :
C adalah himpunan tertutup jika Py =0 ,vxeC,6yeC

Himpunan CcS disebut irreducible ( tak dapat terpecahkan / suatu keutuhan/

tak dapat direduksi) jika pada setiap x dan y dalam S maka x dany
berkomunikasi.

TEOREMA :Jika x —y dan 0y, =Py (Ty <) <1 maka x adalah keadaan

berlalu (transient state)

Bukti :

TEOREMA :

Jika x adalah keadaan berulang maka Py (I'Xk <o) =1 untuk setiap k =1, 2,
3, ...

Bukti :
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TEOREMA:
Jika x keadaan berulang dan x — y makay juga keadaan berulang dan

Bukti :

RANTAI MARKOV IREDUSIBEL
DEFINISI:

Rantai Markov (S,P) disebut iredusibel jika pada setiap pasangan x dan y dari

S selalu terdapat n > 0 sehingga er;, >0 ,n>0.Jikadiambil n >1
er;, >0 maka ada jalan mencapai y dari x dalam n langkah, terdapat
X1, X2,... , Xq—1 Sehingga :

, hal tersebut dikatakan terdapat jalan n langkah dari x menuju y.

TEOREMA :

Rantai Markov berhingga yang iredusibel mempunyai distribusi stasioner

tunggal dan berlaku: z(x) = i ) >0 pada masing masing xS ,m(x) :
m(x

mean recurrence time.

CONTOH :
1 0 O

S ={0,1,2} dengan matriks peluang transisinya P={0 0.5 0.5, rantai
01 O

Markov tersebut tidak iredusibel, tunjukkan dan cobalah melukiskan
networknya .
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Distribusi stasionernya tidak tunggal , diantaranya :

2(X)=(1 0 0), z(x)=(0 2/3 1/3), =(x)=(a %b “b) a+b=1
SOAL 4.10:

0 1/2 0 1/2 0

0 1/3 0 1/3 1/3
Jika diketahui S={1, 2, 3, 4, 5}dan P=/1/2 0 0 0 1/2

0 1/2 0 1/4 1/4

0 1/2 0 1/2 0

a. Selidiki apakah rantai Markov tersebut iredusibel atau tidak !

b. Dapatkan distribusi stasionernya !

Jawab :

PERIODE SUATU RANTAI MARKOV

Misal (S,P) suatu rantai Markov iredusibel. Pada keadaan x kita perhatikan

himpunan bilangan H(x) ={n| n>1, Py >0 } maka n e H(x)jika terdapat

perjalanan dari x dan kembali ke x dalam n langkah.

Contoh :

oee

H@3)={2 4, 6,8, ..}
H(2) ={4, 6,8,10,..}

untuk H(x) x=1, 4.5 dicoba sendiri.
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Faktor persekutuan terbesar dari H(x) disebut periode dari rantai Markov.
Contoh di atas adalah rantai Markov yang mempunyai periode 2. Suatu rantai
Markov dikatakan aperiodik jika periodenya adalah satu , dengan kata lain
H(x) mempunyai faktor persekutuan terbesarnya adalah satu..

SOAL 4.11 : Dapatkan periode dari rantai Markov di bawah ini .

, untuk H(x) berikutnya dicoba sendiri.
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PROSES MARKOV WAKTU KONTINU

Proses Markov waktu kontinu dinyatakan dengan {X(t) t >0},. Misalkan
proses itu berada di ruang keadaan S maka fungsi peluang transisi dari suatu
proses yang akan meninggalkan keadaan i menuju keadaan j adalah

P,(t) = P[X(t+5) = j|X(s) =] .

Peluang itu tidak bergantung pada s tetapi hanya pada t untuk pasangan
keadaan i,j tertentu.

Fungsi peluang transisi memenuhi persamaan Chapman-Kolmogorov
untuk semua keadaan i dan j serta bilangan positif h dan t

Py (t+h) =2 P ()R ().

Proses Kelahiran dan Kematian (Birth and Death Processes)

Rantai markov waktu kontinu dengan keadaan 0,1,2,3,... dan 4; = 0
dimana | i-j | > 1 disebut proses kelahiran dan kematian. Proses kelahiran dan
kematian merupakan rantai markov kontinu dengan keadaan 0,1,2,3... yang
melakukan transisi dari keadaan j menuju keadaan j + 1 dengan rate kelahiran
sebesar A; atau melakukan transisi dari keadaan j menuju keadaan j - 1 dengan
peluang sebesar ;. Ketika keadaan bertambah 1 maka dikatakan kelahiran
terjadi dan ketika keadaan berkurang 1 maka dikatakan kematian terjadi.
Proses kelahiran dan kematian memenuhi aksioma sebagai berikut :

P{Xt1h= 31Xt = == 2j_1h+o(h)
P{Xt1h= 11Xt = j+1= ujah+o(h)
P{Xt1h=JI Xt = j}=1-Ajh—ujh+o(h)
P{Xt1h=JI Xy =i}=o0(h) Ai-T>1

Adapun diagram dari jaringan proses kelahiran — kematian ditunjukkan
sebagai berikut :
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Persamaan diferensial untuk proses kelahiran dan kematian

Dimisalkan bahwa P (t) = P{X(t) = j} yang menyatakan peluang pada
saat t terdapat populasi sebanyak j. Dengan menggunakan konsep laju
perubahan peluang banyaknya elemen populasi terhadap t diperoleh
persamaan diferensial sebagai berikut :

Untuk penurunan rumus , Kkita bisa memakai konsep hasil bagi
diferensial sbb:

Pj (t +At) :/Ij—lp j—l(t)At +/1j+1pj+1(t)At +[1—(/1] +/1j)At]Pj (t)
Pi(t+At) —Pj(t) =[1j_1P j_1(t) + #£j4+1Pj1 () — (A + 1) P;j (D]AL

P: (t + At) — P; (1)
J ~ J =1j_1P j_l(t) +#j+1Pj+1(t) _(lj +'”J')Pj ®

Pj (t +At) — Pj (t)

A';i_r)“o At =Aj 1P j 1@+ pj11Pja(®) — (A + )P (1)
d
gt 1O =24jaP 1O+ 2P (O = (A + )P (0)

dengan mengambil j=0 diperoleh:

SO = PO — AP (1),

SOAL 5.1:

Proses kelahiran murni dengan laju kelahiran konstan

1

2;=2>0, 44=0 untuk semua nilai dari j. Asumsi bahwa P;j(0)= {0

Buktikan bahwa peluang banyaknya anggota populasi sebanyak j pada saat t adalah :

j it
_(n‘e ™ S j=0123...

Pj (1) =P(X(®) = j)

Petunjuk : selesaikan PD proses kelahiran - kematian dengan syarat batas yang sudah

diketahui , dan gunakan rekursi dengan mengambil nilai-nilai j =1, 2, ...
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Jawab :

SOAL 5.2:

Proses kematian murni dengan laju kematian yang proporsional

Aj =0 untuk semua j, g4 =ju>0 untuk 1 <j<N, g =0 selainnya. Diasumsikan
bahwa :

1 if j=N
P;j(0) = :
0 selainnya.
Tunjukkan bahwa
N . .
Pj(t):(jJ(e_M)J(l—e_”t)N_J 0<j<N.

Jawab :
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SOAL 5.3:

Jika N(t) menyatakan banyaknya populasi pada saat t, {N(t), t > 0} adalah
proses kelahiran murni dengan A, =nA untuk n=0,1, 2, ... tunjukkan

bahwa N(t) berdistribusi geometri dengan peluang sukses p=e™*

DISTRIBUSI WAKTU SINGGAH.

Suatu peubah acak S; , yang mana merupakan waktu singgah dari X(t) pada
state (keadaan ) i. sampai .dengan pertama kalinya meninggalkan state i.

Misal P(S; >t) =G;j(t), dengan memakai sifat Markov (pers. Chapman
Kolmogorov) untuk h—0,

Gi (t+h) =G (OG; (h) = G; (D)[R; (h) + O(h)]
=Gj (O~ (4 +xi)h]+0(h)

Gi(t+hlz—Gi<t> —— (& + 14)Gi (1)

im Gi (t-l-h:]—Gi(t) _

h—o

—(4i + 4)G;i (1)

Jika diketahui G;j(0) =1, penyelesaian dari persamaan diferensial di atas

adalah G;j(t) = g~ (i +ai)t , dengan demikian S; berdistribusi eksponensial

dengan mean ——

(4i + )

Sedangkan peluang transisi dari keadaan i menuju ke (i+1) adalah L
(4i + i)

dan peluang transisi dari keadaan i menuju ke (i - 1) adalah . E—
Ai + 1)
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SOAL 5.4:

Pada proses kelahiran — kematian dengan rate kelahiran dan rate kematian
masing-masing 2 individu/jam dan 3 individu/jam.

a) Dapatkan Peluang bahwa waktu singgah dari keadaan 10 menuju ke
keadaan 11 lebih dari 45 menit.

b) Hitung rata rata waktu singgah pada saat berada pada keadaan 10.

PERILAKU PROSES KELAHIRAN — KEMATIAN PADA SAAT t —»

Secara umum proses kelahiran — kematian dimana tidak terdapat keadaan
menyerap , dapat ditunjukkan lim B (t) =7 ;>0 .Saat nilai dari
t—>o0

P()= P(X(t)=]j)=7r;20, an =1, maka dikatakan sebagai distribusi

j=0
pendekatan dari proses. Distribusi pendekatan ini juga disebut sebagai
distribusi yang stasioner yakni :

[00)
7Ty = _Zoﬂ'iplj ®.
1=

karena probabilitas akan konvergen ke suatu konstanta dan berdasarkan
persamaan diferensial yang telah dibahas sebelumnya maka derivatifnya
harus sama dengan 0 . Secara ringkas diperoleh :

0=Aj1Pja+ #jr1Pja— (A +uj)Pj, >0
0= P~ 49 F

Penyelesaiannya dengan cara induksi dengan memisalkan

Ao Aj1

6p =1 and 6= .
.. puj  1>0

Modul Proses Stokastik — Prodi Matematika
Jurusan Matematika —F.MIPA-UB - 53




: A
Diperoleh Py (t) =71 =—072'0 = Oy
il

-1 /1i .
Pj(t)Zﬂ'jZﬂ'O IT =12, ....
i=0 Hi+1
7Z'J 2491' o
Merupakan barisan {”j }yang harus memenuhi X7 =1
J

Jika zej < oo maka :
i

7o = 6o 7o

m =0 7y

my =0 7o 1

\} » 70 Y6,
+ k

1 =(%9k)7fo

Jika X6 =00 maka 7o =0 dan 7zj=60j79=0 Sehingga tidak
k

mempunyai distribusi pendekatan lim B;(t) =0
t—>

Contoh :

Model Pertumbuhan linier dengan imigrasi.. Proses kelahiran — kematian
disebut proses pertumbuhan linier dengan imigrasi jika
Ap=nNA+a dan pgy=ng a>0,1>0, u>0.Dapatkan distribusi

pendekatan dari proses tersebut untuk kondisi A < zz.

Penyelesaian:

_ a(@a+A1) On — a(a+A)(a+21)
w@u) T uu)@w)

=1,6=—, 0,

a
ﬂ )
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Secara umum

Ca(@+A)..[a+(k-1)4]

O =

,ukk!

_@/ D)@/ A+1)]...[@al 2) +k ~1] (ij"

k! y7,

_((a/ﬁ)+k—1j 2\
S

Memakai infinite binomial formula :

@-xN

_ k -(ala)
> ((a/ﬂ)+k 1)(£J = (1—£j ketika
k 7, @

7o =@0-Al )+ dan

YO =

k k=0

A<u

[/1
Tk =| —

Y7,

“ @/ )@l 2)+1]..[(al 2) + k1]

o (N+k—1j K
= X< x| <1
k

k

Q-1 k=1

k!

SOALS5:

Proses kematian murni dimulai N(0)= 3 dengan parameter
Bo = 0,04 = 3,y = 0= 2,043 =5

a.

b.

Dapatkan P,(t) untuk n=0,1,2

Jika W3 merupakan peubah acak menyatakan waktu mencapai
state 0, buktikan bahwa

E(Ws) = 31/30

Dapatkan mean dari Wy + W, + W3
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